Processi di generalizzazione
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Imparare la matematica comporta apprendere a pensare matematicamente.
[...] L’essenza del pensiero matematico é riconoscere, apprezzare, esprimere e
manipolare generalita. [...] Il futuro dell’insegnamento dell’aritmetica e
dell’algebra sta nella consapevolezza dell’insegnante dei processi di pensiero
fondamentali in matematica, soprattutto in particolare della generalizzazione.
(J. Mason, 1996a)

1. Aspetti teorici sulla generalizzazione

Per dare corpo e significato alla matematica come disciplina € neces-
sario praticare un insegnamento metacognitivo. In tale insegnamento uno
dei principali compiti cui I’insegnante deve assolvere ¢ quello di portare
gli studenti, di fronte allo studio delle varie situazioni affrontate, a riflet-
tere sulla significativita dei procedimenti scelti e degli accorgimenti adot-
tati, ad esplicitare verbalmente le strategie messe in atto, a distinguere tra
cio che ¢ essenziale e cio che ¢ occasionale. Operando in tal modo gli
studenti possono fissare 1’attenzione sugli elementi unificanti che emer-
gono dall’attivita giungendo ad inglobare in un’unica visione un’ampia
varieta di casi o situazioni, a concepire opportune rappresentazioni, cosi
da ripercorrere, controllandone il significato, la dinamica processo-
oggetto (Sfard, 1991) che governa la reificazione degli oggetti matemati-
cli.

Elementi basilari di questo tipo di insegnamento sono i processi di ge-
neralizzazione. Per ‘processo di generalizzazione’ intendiamo somma-
riamente una serie di atti di pensiero che portano un soggetto a riconosce-
re, esaminando casi singoli, I’occorrenza di elementi caratteristici comu-
ni; a spostare 1’attenzione dai singoli casi alla totalita dei casi possibili ed
ad estendere a tale totalita i caratteri comuni individuati.

Riconoscere pattern, individuare somiglianze, collegare fatti analoghi
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sono atti fondativi dei processi di generalizzazione, ma elemento chiave
di tali processi non ¢ tanto il riconoscimento di somiglianze tra casi quan-
to lo spostamento di attenzione dai casi singoli a tutti i possibili, e
I’estensione ed adattamento del modello individuato ad uno qualsiasi di
essi.

La generalizzazione, anche se strettamente inerente all’attivita mate-
matica ¢ un processo naturale e pervasivo, insito nel nostro modo di
‘guardare’ alle cose.

Enriques, sotto lo pseudonimo di Giovannini (1942), parlando della
significativita e fecondita dell’errore nella ricerca in matematica, scrive:

Il cammino dello spirito umano ¢ essenzialmente induttivo: cio¢ procede dal
concreto all’astratto. Percio la comprensione del generale ¢ bene sempre
conseguire come un grado piu alto di qualcosa di piu facile che sia gia cono-
sciuto, cio¢ come ‘generalizzazione’. D’altronde, I’esempio ha una virtu
chiarificatrice che ne fa un valido istrumento della ricerca scientifica e, in
pari tempo, un prezioso mezzo di verificazione e di correzione delle dottrine.
... Ancora piu evidente ¢ il valore euristico degli esempi, perché ognun sa
che il raffronto di casi diversi in cui si palesi qualcosa di comune ¢ atto a
suggerire alla nostra mente le piu belle generalizzazioni additandoci cosi la
migliore posizione dei problemi ...

E’ tuttavia possibile anche generalizzare dall’esame di un solo singolo
caso, quando a prescindere da suoi caratteri particolari si riesca a vederlo
come elemento rappresentativo di un intero ambiente. Il caso risulta ‘e-
semplare’, nel senso di esemplificativo della totalita dei casi. Celebre al
riguardo ¢ I’aforisma di Hilbert:

L’arte del fare matematica consiste nel trovare il caso speciale che contiene
tutti i germi di generalita.

Mason (1996a, 1996b) sostiene che «la generalizzazione ¢ il cuore
pulsante della matematica» e che nell’insegnamento matematico occorra
portare gli studenti alla conquista di una doppia consapevolezza: di «ve-
dere il particolare nel generale» e di «vedere il generale attraverso il par-
ticolare». Riguardo a questo, sostiene I’importanza della esperienza di
«examplehood» (esemplificazione), che porta a divenire consapevoli di
come una moltitudine di particolari possa essere inglobata in una genera-
le. Egli scrive (1996b, p. 21):
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... Una delle forme fondamentali o esperienze dello spostamento nel luogo,
punto focale, o struttura di attenzione ¢ il senso di ‘examplehood’: vedere
all’improvviso qualcosa ‘puramente’ come un esempio di una maggiore ge-
neralita. Fare esperienza di examplehood, in cui le cose che precedentemente
erano viste disparate sono ora viste come esempi di qualcosa di piu generale,
produce come un effetto di cristallizzazione o condenzazione (Freudenthal,
19782, p. 272): cio libera energia e riduce la quantita di attenzione richiesta
per affrontare simili situazioni.

Egli sottolinea che il riconoscimento di una cosa come un esempio ri-
chiede I’aver afferrato il senso di che cosa I’esempio esemplifica, richie-
de la valorizzazione delle caratteristiche che lo rendono esemplare ¢ la
messa in ombra di quelle che lo rendono particolare. Sottolinea inoltre
che se I’insegnante non ¢ consapevole nel momento dell’attivita di cosa
rende un certo caso esemplare, non puo riuscire a dare agli studenti
I’adeguato supporto per cogliere 1I’esemplificazione insita in esso.

Radford (1996a, pp. 107-109) pur non negando I’efficacia della gene-
ralizzazione come mezzo didattico, in riferimento alle inferenze di fatti
matematici dall’osservazione di pochi casi esemplificativi, pone il pro-
blema della validita logica degli assunti che emergono da essa’. Denuncia
I’abuso che se ne fa nell’insegnamento, per il fatto che gli studenti acqui-
scono la concezione che basti verificare una ‘legge’ in pochi casi per as-
serire la sua validita in termini generali, e che pertanto occorra spendere
tempo e lavoro per portarli a riconoscere 1 limiti della generalizzazione, a
distinguere tra processi induttivi e processi deduttivi, a divenire consape-
voli che la validita di una proposizione desunta induttivamente si stabili-
sce attraverso una dimostrazione.

Va comunque rilevato che i processi di generalizzazione in matemati-
ca non riguardano solo singoli contenuti matematici ma investono anche
aspetti meta legati alla organizzazione e strutturazione delle conoscenze
che via via si acquisiscono.

A questo riguardo Harel e Tall (1991) riflettono sulle modalita con cui
gli studenti, nell’avanzare dei loro studi, collegano conoscenze ed am-
pliano gli orizzonti in cui queste si collocano. Essi sottolineano come

% Freudenthal, H. (1978), Weeding and Sowing: Preface to a Science of Mathematics Educa-
tion, Reidel, Dordrecht.

3 Radford introduce la questione facendo riferimento ad una celebre scena della ‘Cantatrice
calva’ di Jonesco: in casa Smith suonano alla porta, Mrs Smith va ad aprire ma non trova nessu-
no; cosi al secondo e terzo squillo di campanello; al quarto squillo ella sbotta con il marito con
una inferenza assurda, generalizzazione dai casi precedenti «Non mandarmi ad aprire la porta!
Hai visto che é inutile! L’esperienza ci ha mostrato che quando sentiamo il campanello questo
implica che non c’é nessuno».
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queste riorganizzazioni dipendano dal tipo di comprensione (relazionale
o strumentale) che sottende la conoscenza dello studente. Essi distinguo-
no tre tipi di generalizzazione che dipendono dalla costruzione mentale
dell’individuo:

1) generalizzazione espansiva in cui un soggetto estende il range di ap-
plicabilita di uno schema precedente sic et simpliciter;

2) generalizzazione ricostruttiva in cui un soggetto modifica e riadatta
uno schema precedente per estenderne il dominio di applicabilita;

3) generalizzazione disgiuntiva in cui nel passare da un contesto familia-
re ad uno nuovo il soggetto costruisce un nuovo schema che aggiunge al-
la lista di quelli a lui gia disponibili senza alcuna rielaborazione delle co-
noscenze.

Essi sottolineano la maggiore facilita d’applicazione della generaliz-
zazione espansiva rispetto a quella ricostruttiva, la maggiore delicatezza
della generalizzazione ricostruttiva ma anche la sua maggiore efficacia
nei tempi lunghi, la poverta cognitiva della generalizzazione disgiuntiva
che, anche se sul momento puo apparire funzionale, ¢ una ‘ricetta di fal-
limento’ per gli studenti deboli, che non hanno schemi di collegamento
tra le nozioni e vengono schiacciati dal loro accumulo.

Dorfler (1989, 1991) ¢ interessato alle modalita di costruzione della
conoscenza negli studenti e teorizza sul processo di generalizzazione. E-
gli vede la generalizzazione come una combinazione di processi cognitivi
ad un doppio livello: il livello psicologico individuale, collegato alla di-
mensione personale (del pensiero e della riflessione autonomi); quello e-
pistemologico-oggettivo, collegato alla dimensione sociale (della condi-
visione, della comunicazione e dell’uso del linguaggio). Egli considera la
conoscenza come il risultato della strutturazione e della organizzazione
della propria esperienza e la vede come sostenuta da appropriate azioni
su dati oggetti attraverso una riflessione sia sulle azioni sia sulle trasfor-
mazioni prodotte negli oggetti. Per il consolidamento della conoscenza
egli considera cruciale la rappresentazione di un processo «attraverso
I’uso di oggetti percepibili, come segni scritti, di elementi caratteristici e
stage, di passi e risultati delle azioni». In questo modo si genera un pro-
tocollo di azioni che permette una cognitiva recostruzione e concettuali-
zazione del processo stesso.

Su queste premesse egli sviluppa un «modello per i1 processi di astra-
zione e generalizzazione» (Dorfler, 1991). Questo modello ha le sue ra-
dici nella ‘astrazione riflessiva’ di Piaget, un processo dove le azioni so-
no viste come sorgente genetica dei concetti (anche matematici). Dorfler
perd amplia il significato di azione di Piaget includendo anche le azioni
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simboliche. Nel suo modello si possono distinguere due fasi: la prima
conduce all’emergere di invarianti e alla nascita di una prima loro rappre-
sentazione; la seconda, piu significativa dal punto di vista matematico,
riguarda le rappresentazioni stesse: ¢ attraverso una riflessione su di esse
che il modo di vederle si evolve fino a portare alla reificazione di nuovi
concetti matematici.

Piu in dettaglio, il punto di partenza del modello di Dorfler ¢
un’azione o un sistema di azioni (che sono materiali, immaginate o sim-
boliche, ma sempre intese come concrete) su certi oggetti, materiali o
mentali: In queste azioni 1’attenzione ¢ diretta verso alcune relazioni o
connessioni tra elementi di azioni. In molti casi le azioni combinano gli
elementi originali in un modo che, ripetendole a piacere, tali relazioni si
rivelano stabili, quando ci0 accade queste combinazioni o trasformazioni
di base emergono come ‘invarianti di azioni’ che vengono a definire uno
‘schema’. Dorfler sottolinea che «I’emergere degli invarianti necessita di
una certa simbolica descrizione». Questo ¢ un punto chiave del modello.
Vengono usati simboli per rappresentare elementi di azioni o per quantita
rilevanti per loro, per trasformazioni su o combinazioni degli oggetti in-
dotte dalle azioni. Questa rappresentazione degli invarianti puo includere
elementi variabili relativi ad oggetti su cui sono condotte le azioni. I sim-
boli (di natura verbale, iconica, geometrica o algebrica) inizialmente
hanno un ruolo puramente descrittivo: rappresentano azioni o trasforma-
zioni. Questa prima fase ¢ vista come momento di astrazione costruttiva:
gli elementi originali sono sostituiti da prototipi, che evidenziano meglio
proprieta o relazioni su cui si concentra 1’attenzione (essi guadagnano si-
gnificato ed ‘esistenza’ via le azioni). La seconda fase si sviluppa attra-
verso due importanti momenti:

- un momento di generalizzazione estensionale, quando 1’uso di prototipi
conduce a determinare il dominio di variabilita dei pattern, cosa che
promuove I’interscambiabilita degli oggetti rispetto alle azioni su di essi.
A questo punto i simboli perdono il loro iniziale significato di generici
rappresentanti ed acquisiscono quello di variabili con proprieta di sostitu-
zione.

-un momento di generalizzazione intensionale, quando attraverso la ri-
flessione sulle rappresentazioni simboliche degli invarianti, 1 simboli usa-
ti perdono il loro significato di rappresentanti (di elementi variabili delle
azioni) e diventano elementi delle azioni stesse e ‘portatori’ degli inva-
rianti: a questo punto i simboli si distaccano dal loro range di riferimento,
e acquistano un significato nuovo, intrinsecamente connesso agli inva-
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rianti: nasce un oggetto matematico nuovo, dove i simboli sono ora va-
riabili con il carattere di oggetti.

Dortfler sostiene che una volta che una tale generalita viene costruita
essa diviene a sua volta base per ulteriori generalizzazioni estensionali.
Egli sottolinea che il suo modello di ‘generalizzazione teorica’ si con-
trappone a quello aristotelico di ‘generalizzazione empirica’, ossia il pro-
cesso di base che, grazie alla percezione dei sensi, porta alla individua-
zione di una qualita comune o di una proprieta tra oggetti diversi o situa-
zioni. Egli afferma che la generalizzazione empirica non contribuisce alla
costruzione del significato dei concetti perché ¢ principalmente un pro-
cesso di riconoscimento, ne critica 1’uso nell’insegnamento della mate-
matica e sottolinea il fatto che nell’ insegnamento un tale riconoscimento
viene usualmente postulato”.

Dorfler da una interessante serie di esempi del suo modello sia ele-
mentari che di matematica avanzata. In questi esempi tuttavia egli rivolge
I’attenzione unicamente ai contenuti matematici, senza fare riferimenti né
agli studenti né all’insegnante; volutamente lascia aperto il problema di
quali siano le situazioni iniziali pit motivanti per gli studenti e piu ap-
propriate a dar loro consapevolezza di tali processi e rimanda
all’insegnante la scelta di tali situazioni poiché - egli scrive - «& solo
I’insegnante che conosce gli studenti ed i loro interessi.

Piu tardi Hejny (2003) propone un modello di costruzione e struttura-
zione della conoscenza articolato in sei stages (vedi tavola sotto) dove la
generalizzazione ¢ considerata elemento basilare ma ad un livello prece-
dente rispetto alla astrazione e funzionale ad essa per la strutturazione
della conoscenza. Hejny, tra 1’altro, riferendosi a quanto espresso da
Sierpinska’ circa lo sviluppo della comprensione matematica, considera
riduttiva la visione della studiosa, che vede la generalizzazione come e-
lemento centrale in tale comprensione. Egli si dichiara d’accordo con lei
a patto di affiancare 1’astrazione alla generalizzazione®. Elemento di ori-
ginalita nel modello di Hejny consiste nel considerare come primo passo

* A questo riguardo considera il concetto di derivata e gli ‘esempi’, quali velocita, pendenza,
densita, che sono usualmente usati per mostrare la derivata come loro struttura comune ma sotto-
linea che tale struttura non viene sviluppata dagli studenti stessi.

5 Sierpinska, A. 1994, Understanding in mathematics, London & NewYork: The Falmer press

% Hejny (2003) scrive: «Nella sua analisi dell’atto di comprendere, Sierpinska considera quat-
tro operazioni mentali di base: identificazione, discriminazione, generalizzazione e sintesi. ‘Tutte
e quattro le operazioni sono importanti in un processo di comprensione. Ma nella comprensione
matematica, la generalizzazione ha un particolare ruolo da giocare. Non ¢ la matematica, soprat-
tutto, un’arte di generalizzazione? L art de donner le méme nom a des choses différentes, come
usa dire Poincare?’ Sierpinska (1994, p. 59). Noi siamo d’accordo su questa asserzione purché il
‘donner’ comprenda entrambi i termini generalizzazione ed astrazione».
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del processo la ‘motivazione al conoscere’ dello studente.
Gli stage di sviluppo e strutturazione della conoscenza nel modello di Hejny

1. Motivazione. Per motivazione intendiamo una tensione, che appare nella
mente di uno studente come una conseguenza della contrapposizione tra ‘lo
non so’ e ‘mi piacerebbe sapere’. Questa tensione dirige ’interesse degli
studenti verso un particolare problema matematico, situazione, idea, concet-
to, fatto, schema, ...

2. Stage di modelli mentali isolati. Acquisizione di un insieme iniziale di e-
sperienze. All’origine queste esperienze sono incamerate come eventi isolati
o immagini. Piu tardi, ci si potrebbe aspettare che intervenga un qualche le-
game tra loro.

3. Stage di generalizzazione. I modelli isolati ottenuti aono mutuamente con-
frontati, organizzati e posti in gerarchie per creare una struttura. Tra i model-
li appare la possibilita di un transfert ¢ avviene la scoperta di uno schema
che li generalizza. Il processo di generalizzazione non cambia il livello di a-
strazione del pensiero.

4. Stage del(i) modello(i) mentale universale(i). Si sviluppa una sintesi gene-
rale dei modelli isolati preesistenti. Essa da una prima visione nella comunita
dei modelli. Allo stesso tempo, ¢ uno strumento per affrontare modelli nuovi
e piu impegnativi. Se lo stage 2 ¢ di collezionare nuove esperienze, gli stage
3 e 4 portano ad organizzarli in una struttura. Il ruolo di un tale schema ge-
neralizzante ¢ frequentemente giocato da uno dei modelli isolati.

5. Stage di astrazione. Vi ¢ la costruzione di un nuovo concetto piu profondo
e piu astratto, di un processo o schema, che porta una nuova visione in quella
parte di conoscenza.

6. Stage della conoscenza astratta. Il nuovo pezzo di conoscenza si colloca
nella rete cognitiva preesistente dando luogo a nuove connessioni. A volte
porta alla riorganizzazione della struttura matematica o di una parte di essa.

Confrontando il modello di Hejny con quello di Dérfler, rileviamo una
prima importante differenza: Dorfler non esprime una distinzione tra ge-
neralizzazione ed astrazione, anzi nella descrizione dei processi di gene-
ralizzazione considera 1’attuarsi di momenti di astrazione, al contrario
Hejny rimarca una priorita della astrazione rispetto alla generalizzazione.
Una seconda differenza riguarda il ruolo della rappresentazione. Nel mo-
dello di Hejny la rappresentazione non appare esplicitamente, per Dorfler
invece ¢ essenziale in quanto ¢ proprio il ruolo giocato dai simboli nella
rappresentazione degli invarianti e il mutamento progressivo dei signifi-
cati che si associano ad essi che consente la reificazione degli oggetti ma-
tematici. Un altro elemento collaterale di differenza riguarda il carattere
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degli esempi offerti a supporto del modello. Mentre Dérfler presenta e-
sempi focalizzati sul contenuto matematico senza riferimento ai soggetti
coinvolti nel processo, Hejny mostra analiticamente lo svolgersi del pro-
cesso di costruzione della conoscenza attraverso estratti di attivita dei ra-
gazzi che testimoniano i momenti di generazione di generalizzazioni e di
astrazioni.

In questo senso, rifacendoci alla classificazione di Sfard (2005) sui pe-
riodi temporali che segnano 1’evoluzione della ricerca in Educazione Ma-
tematica, mentro lo studio di Dérfler si colloca nella ‘content’s era’ quel-
lo di Hejny si colloca in pieno nella student’s era.

In riferimento agli studenti, un vasto ed interessante studio ¢ dovuto
ad Ellis (2007), insegnante-ricercatrice. Oggetto dello studio ¢
I’identificazione dei comportamenti chiave degli studenti nella genera-
zione di generalizzazioni. Ellis esamina studi in educazione matematica
dai quali emergono tre categorie di azioni tipiche della generalizzazione:
(a) lo sviluppo di una legge che enuncia relazioni o proprieta; (b)
I’estensione o 1’espansione di un tipo di ragionamento oltre il caso o i ca-
si considerati, (c) I’identificazione di elementi comuni attraverso i casi.

Tassonomia degli atti di pensiero degli studenti nella produzione di genera-
lizzazioni (Ellis, 2007)

Azioni di generalizzazione

1) collegare (oggetti o situazioni);

2) ricercare (una stessa relazione, una stessa procedura, uno stesso pattern,
uno stesso risultato);

3) estendere (I’allargare il range di applicabilita di un fenomeno per induzio-
ne da alcuni casi, il rimuovere casi particolari legati al contesto per sviluppa-
re un modello generale, 1’operare su un oggetto al fine di generare nuovi ca-
si, il riapplicare pattern esistenti per generare nuovi casi).

Formulazioni di generalizzazione

1. identificazione o affermazione 1.1) I’esplicitazione del riconoscimento di
un fenomeno che continua (identificazione di una proprieta dinamica al di la
di una singola occorrenza)

1.2) riconoscimento di una somiglianza (identificazione di una proprieta co-
mune ad oggetti o situazioni, I’identificazione di oggetti o situazioni come
simili o identici);

1.3) formulazione di un di principio generale (la descrizione di una formula
generale o di un fatto, I’identificazione di un pattern generale; la descrizione
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di un metodo o strategia che si estende al di 1a di un caso specifico;
I’affermazione di una legge globale o del significato di un oggetto o
un’idea).

2. Definizione di una classe di oggetti che soddisfano ad una data relazione,
pattern o altro fenomeno.

3. Influenza 3.1 di una idea strategia nota (implementazione di una preceden-
te generalizzazione); 3.2. di una idea strategia modificata (adattamento di
una generalizzazione precedente ad un nuovo porblema o situazione).

Lamenta tuttavia che tali studi sono rivolti alla evidenziazione delle
modalita di pensiero degli studenti in relazione alla produzione di una
legge predeterminata dai ricercatori, € che di conseguenza questi trascu-
rano di considerare possibili generalizzazioni parziali o non aderenti a cio
che essi si aspettano. Ella si pone in una prospettiva piu ampia e conside-
ra accanto ai processi di generalizzazione classici, gli «actor-oriented
transfer» ossia processi attraverso i quali gli studenti in autonomia trasfe-
riscono e adattano loro conoscenze in nuovi contesti operando sotto nuo-
ve condizioni.

La studiosa esplora come gli studenti estendono i loro ragionamenti,
esamina il senso che gli studenti attribuiscono alle proprie affermazioni
generali, indaga circa quali tipi di caratteri comuni gli studenti potrebbero
percepire attraverso i casi. L’ampia gamma di dati raccolti, relativi a pro-
tocolli degli studenti su problemi di vari natura, da successive interviste,
dalle video trascrizioni dei processi di classe, le consente di mettere a
punto, una tassonomia su due macro livelli: quello delle «azioni di gene-
ralizzazione» e quello delle conseguenti «generalizzazioni di riflessioney,
ossia le formulazioni generali prodotte. Sostiene che attraverso 1’esame
di quali azioni di generalizzazione promuovono particolari generalizza-
zioni di riflessione, la tassonomia permette di studiare i processi attraver-
so 1 quali gli studenti giungono a generalizzare, cominciando dai primi
atti di pensiero fino alla fomulazione delle proposizioni di generalizza-
zione. Una tabella riassuntiva della tassonomia ¢ sopra riportata.

Diversi altri studi riguardano i processi di generalizzazione in algebra
di cui riferiamo qui di seguito.
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2. Generalizzazione ed insegnamento dell’algebra

In un insegnamento dell’algebra che dia spazio ad attivita generazio-
nali e di tipo meta nel senso di Kieran (1996) i processi di generalizza-
zione sono dominanti. In ambito internazionale sono pochi gli studi im-
plicanti processi di generalizzazione a livello avanzato, essi riguardano
comportamenti di studenti di scuola secondaria o futuri insegnanti coin-
volti in attivita non standard di problem solving (Papadopulos-latridou,
2010; Zazkis-Liljedal, 2002). La maggioranza degli studi riguardano pro-
cessi di generalizzazione in attivitd generazionali e si intrecciano con
I’introduzione delle lettere per la codifica in termini generali di regolarita
osservate. Kaput (1995) scrive:

sia i mezzi sia 1’obiettivo del generalizzare sono rivolti a stabilire alcuni o-
getti simbolici formali che sono da intendersi come rappresentazioni di cio
che si ¢ generalizzato per rendere cio che ¢ stato generalizzato soggetto di
ragionamento ulteriore [...] atti di generalizzazione e graduale formalizza-
zione della generalita costruita devono precedere il lavoro formale - altri-
menti il formalismo non si radica nella esperienza dello studente.

Kaput puo essere considerato una dei padri dell’early algebra, area di-
sciplinare oggi consolidata, che propone un uso precoce delle lettere in-
trecciato ad un insegnamento relazionale dell’aritmetica ed una valoriz-
zazione del linguaggio algebrico come strumento di rappresentazione di
relazioni e proprieta, di ragionamento e giustificazione. I suoi studi han-
no dato origine ad interessanti sperimentazioni in US che hanno investito
sia il curricolo, avvicinando gli studenti alla generalizzazione di fatti,
procedure e ragionamenti, sia la formazione insegnanti (Kaput-Blanton,
2001; Blanton-Kaput, 2001; Carpenter-Levi, 2001; Carpenter et Al.,
2003; Carraher et Al., 2000, 2001; Schliemann et Al., 2001). Le influen-
ze di tali studi si ritrovano nelle proposte della NCTM per il curricolo,
dove viene data una forte enfasi all’attivita di generalizzazione di pattern.

Al riguardo anticipatori ed ormai classici sono gli studi di Stacey
(1989), Lee (1996), Orton-Orton (1994, 1996) ed 1 libri di Mason et Al.
(1985) e di Orton (1999).

In generale gli studi a livello internazionale di approccio all’algebra
che investono i processi di generalizzazione riguardano oltre che lo stu-
dio di pattern, la rappresentazione di corrispondenze funzionali tra coppie
di variabili, lo studio di equazioni, aspetti strutturali delle operazioni a-
ritmetiche, la formulazione di congetture e la loro giustificazione. Tutta-
via le attivita di esplorazione di pattern ¢ quella piu praticata, come ¢ an-
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che documentato dal numero speciale della rivista ZDM From Patterns
to generalization: development of algebraic thinking (2008).

Dortfler nel suo commento agli articoli presenti in questo numero spe-
ciale, fa alcune osservazioni su cui concordiamo (Dorfler, 2008). Innanzi
tutto, egli sostiene che la conoscenza ed il controllo delle notazioni alge-
briche non si sviluppa semplicemente attraverso la generalizzazione di
pattern. In particolare, egli osserva che per promuovere la generalita non
¢ sufficiente che gli allievi siano capaci di tradurre espressioni dal regi-
stro verbale a quello algebrico ma occorre che essi riescano a cogliere il
senso delle espressioni formali; egli sottolinea I’'importanza della «nego-
ziazione dei significati dei termini algebrici e soprattutto della generalita
insita in loroy, perché ¢ «l’abitudine all’uso, all’operare con, al parlare di,
etc, 1 segni/le lettere sulla carta» che rende gli studenti consapevoli dei
significati di cui questi sono portatori. Circa le successioni figurali egli
evidenzia I’importanza che gli studenti divengano consapevoli che una
data raffigurazione puo essere vista in modi differenti e che di conse-
guenza ¢ opportuno che se ne cerchino interpretazioni differenti. Inoltre
sia per dare spazio alla inventiva degli studenti sia per non determinare in
loro lo stereotipo della esistenza di una ‘unica legge’, data una serie di
figure, suggerisce di chiedere «come puoi continuare?» o «che cosa puoi
cambiare nelle figure date?»

Analogamente, circa le attivita di modellizzazione di relazioni funzio-
nali egli afferma che «generalizzazioni verbali o generalizzazioni via
quasi-variabili’ non permettono con facilita di pensare a proprieta di cui
le relazioni funzionali godono. Essi descrivono la rispettiva generalita ma
non consentono di operare in essa o con essa». Egli sottolinea anche che
ci0 che rende produttivo 1’uso delle lettere ¢ quello di permettere di tra-
sferire in calcolo ragionamenti sui fatti in tavola, operando con le lettere
secondo le comuni leggi dell’aritmetica (condensate nelle nozioni di a-
nello o di campo); ancora, rileva che se gli studenti non sono consapevoli
delle possibilita di azioni sulle lettere come «aggiungere» o «moltiplica-
rey, I’espressione «n sta per un numero qualsiasi» remane vuota e diffici-
le da accettare. Inoltre egli afferma che i lavori presentati nel numero del-
lo ZDM in questione non chiariscono la relazione tra questo genere di at-
tivita e la padronanza nel calcolo algebrico, che necessariamente lo stu-
dente ha bisogno di praticare per poter giungere a sviluppare ragiona-
menti e produrre dimostrazioni attraverso il linguaggio algebrico. Infine,
egli sottolinea che molti lavori sono focalizzati solo sulle difficolta in-

7 Questo costrutto, su cui torneremo piil avanti, si riferisce alla individuazione di una generali-
ta attraverso I’interpretazione di specifiche occorrenze numeriche in termini di variabilita.
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contrate dagli studenti ma che questo ¢ riduttivo poiché cognizione e
comportamenti degli studenti possono essere influenzati da metodi
dell’insegnante e modi di porre i problemi.

Riguardo alla letteratura, per questioni di spazio, ci limitiamo qui a
considerare alcuni studi tra 1 piu ampi e consolidati, quali quelli di Coo-
per e Warren, di Rivera e Rossi Becker e soprattutto di Radford. Prima di
affrontarli tuttavia ci piace ricordare un singolare studio sulla generaliz-
zazione e formalizzazione di procedimenti risolutivi di problemi aritme-
tici (Ferrari, 2006) in cui bambini di scuola elementare vengono guidati
ad operare la distinzione tra dati e valori numerici dei dati e vengono po-
sti di fronte al compito di esprimere in termini generali la procedura riso-
lutiva di un problema. In questo processo le lettere vengono adottate da-
gli allievi come nomi contratti di una quantita volutamente non precisata
dei dati per esaltare I’espressione delle relazioni aritmetiche tra essi; le
singole scritture vengono da loro composte secondo gli atti operatori ne-
cessari alla risoluzione del problema giungendo a rappresentare la proce-
dura risolutiva in una espressione algebrica. I risultati mostrano non solo
I’efficacia dell’approccio ma anche un forte coinvolgimento degli allievi
che genera motivazione allo studio della disciplina.

2.1 Gli studi di Cooper e Warren

Gli studi di Cooper ¢ Warren (Warren-Cooper, 2008; Cooper-Warren,
2011) riguardano lo sviluppo di un progetto (Early Algebra Teaching
Project) finalizzato alla collocazione di attivita in early algebra nei pro-
grammi del Queesland (Australia). Gli autori considerano tre principali
temi: a) pattern e funzioni; b) equivalenze ed equazioni; c) generalizza-
zioni aritmetiche. Essi, in linea con Radford (come vedremo piu avanti),
non vedono 1’algebra come la manipolazione di lettere ma piuttosto come
un sistema caratterizzato da: indeterminazione degli oggetti, natura anali-
tica del pensiero; modi simbolici di designare gli oggetti. Il loro obiettivo
¢ lo sviluppo dei modelli mentali degli studenti basato su relazioni tratte
situazioni del mondo reale, simboli, linguaggio, evoluzione di fenomeni e
grafici, in particolare di quelli che permettono la modellizzazione di si-
tuazioni reali in cui intervengono dati incogniti o variabili. Nel progetto
EATP essi hanno studiato atti di generalizzazione degli studenti in rela-
zione alla individuazione di: leggi soggiacenti a pattern (successioni figu-
rali), leggi di cambiamento e loro inverse attraverso 1’'uso di macchine
numeriche e tabelle di dati numerici, principi di equivalenza (emergenti
dall’uso della bilancia) ed equazioni, principi di compensazione nei cal-
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coli, rappresentazione di un cambiamento mediante tabelle, diagrammi a
frecce, grafici, relazioni ed equazioni, guardando con particolare atten-
zione al collegamento tra uso di rappresentazioni e sviluppo del pensiero
algebrico. Questi studi hanno rinforzato la loro convinzione che la gene-
ralizzazione ¢ quella che maggiormente determina lo sviluppo del pensie-
ro algebrico e la preparazione per gli studi successivi (Cooper-Warren,
2011, p. 188-190). Questi autori, in analogia con la nozione di ‘quasi va-
riable’ (Fuji-Stephens, 2001) - che esprime il riconoscimento degli stu-
denti che una o piu espressioni numeriche possono evidenziare una rela-
zione matematica soggiacente - introducono la quasi-generalizzazione
nozione che indica ‘un passo molto vicino verso la piena generalizzazio-
ne’, ossia lo stato in cui gli studenti riconoscono ed esprimono la genera-
lizzazione mediante numeri specifici, sono in grado di applicarla a molti
altri numeri, ed anche estenderla ad un ‘numero imprecisato’, prima che
essi possano esprimerla pienamente in linguaggio naturale o nel codice
algebrico. I loro risultati mostrano che la ‘quasi-generalizzazione’ risulta
un passo propedeutico alla formulazione in termini verbali o simbolici di
una generalita (Cooper-Warren, 2011, p. 193).

Dal punto di vista delle attivita di classe e degli studenti questi studi
sono in linea con i nostri (Cusi-Malara, 2008; Cusi-Malara-Navarra,
2011), ma noi prendiamo in considerazione anche il ruolo dell’insegnante
nella classe e, cosa piu complessa, affrontiamo la questione di come svi-
luppare le competenze degli insegnanti nel condurre gli studenti ad af-
frontare questo tipo di questioni.

2.2. Gli studi di Rivera e Rossi Becker

Gli studi di Rivera (2010) e Rivera & Rossi Becker (2007, 2008,
2011) sono rivolti alla messa a fuoco dei processi mentali attuati da stu-
denti di scuola media nel cogliere ed esprimere leggi lineari, in qualche
caso quadratiche, generate dall’analisi delle prime occorrenze (o stage) di
pattern non elementari. Gli autori sono interessati ai processi di costru-
zione e giustificazione delle generalizzazioni da parte degli studenti. Essi
focalizzano la loro attenzione sulla ‘percezione visiva’ come risultante
sia della percezione sensoriale che della ‘percezione cognitiva’,
quest’ultima intesa come la capacita di un individuo di riconoscere un
fatto o una proprieta in relazione ad un oggetto. Sostengono, come Ra-
dford, che i processi di esplorazione di un pattern sono di tipo abuttivo-
induttivo, ma (come vedremo piu avanti) a differenza di Radford’ inglo-
bano nel loro modello i processi per tentativi, ammettendo che cicli di
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abduzione-induzione possano ripetersi per raffinare ipotesi iniziali fino
alla definizione di una legge adeguata alla generalizzazione. Modellizza-
no questo processo nel triangolo sottoindicato

Abduzione Studio dell’incognito  Induzione
(formazione di ipotesi) (verifica dell’ ipotesi)

stage noti

Generalizzazione del pattern

In particolare Rivera (2010) studia in modo molto analitico
I’evoluzione delle visualizzazioni cognitive degli studenti che stanno alla
base delle modellizzazioni algebriche prodotte. In riferimento a questo
egli si riferisce a: Giaquinto (2007) il quale sostiene che il riconoscimen-
to della struttura di un pattern nasce delle associazioni dovute al ‘poter
visivo’ naturale di ciascuno e dell’uso di un ‘template (modello) visivo o
percettibile’ che indirizza le esplorazioni per il riconoscimento di parti
costanti o ridondanti di un pattern; Davis (1993) che vede 1’‘occhio’ co-
me ‘organo legittimo di scoperta e di inferenza’ e che considera la sco-
perta non solo frutto di ragionamento logico ma anche di osservazione;
Arcavi (2003) che considera un prototipo visivo (template) come una
strategia che permette agli studenti di vedere il non visto e 1’astratto, che
¢ dominato da relazioni e strutture concettuali non sempre evidenti; Me-
tzger (2006) per la «legge di buona gestalt» riguardante 1’abilita di perce-
pire, distinguere ed organizzare una figura. Rivera usa I’espressione
«pattern di alta (o bassa) gestalt» per esprimere il grado di efficacia di un
pattern nell’evidenziare la struttura di una sequenza. Egli mostra
I’esistenza ed efficacia di ‘template’ visivi nello studiare pattern che han-
no una struttura lineare o quadratica ma sostiene che sono necessarie ul-
teriori ricerche per accertarsi della possibilita di template visivi per
pattern che non hanno una struttura lineare®.

In Rivera e Rossi Becker (2011) gli studiosi classificano le procedure
attivate dagli allievi per giungere alla rappresentazione algebrica di una

¥ Rivera realizza anche un raffinamento del modello precedente considerando il triangolo
<abduzione, induzione, generalizzazione> come base comune di due opposti tetraedri, dove il ver-
tice in alto di un tetraedro rappresenta ‘I’effetto gestalt’ ed il vertice in basso del tetraedro opposto
‘I’effetto conoscenza/azione’. Egli pone poi la questione di ricerca di come questo nuovo modello
possa essere usato per altri compiti di carattere algebrico coinvolgenti la generalizzazione.
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successione nelle tre seguenti categorie: 1) generalizzazioni costruttive
standard (CSGs); 2) generalizzazioni costruttive non standard (CNG); 3)
generalizzazioni decostruttive (DGs). Le generalizzazioni costruttive si
riferiscono a quelle formule polinomiali che gli studenti construiscono
direttamente dall’analisi degli stage noti del pattern come risultato di una
percezione cognitiva della loro struttura vista costituita nel suo insieme
da parti non sovrapposte. La generalizzazione decostruttiva invece si rife-
risce a quelle formule polinomiali che gli studenti costruiscono
dall’analisi degli stage noti del pattern come risultato di una percezione
cognitiva delle figure che le mostra strutturalmente costituite da parti so-
vrapposte (in alcuni casi cio avviene vedendo il pattern come parte di una
piu ampia configurazione ma ben nota e facile). I modi decostruttivi di
vedere un pattern implicano che alcuni elementi (lati o vertici) di una fi-
gura possono essere contati due o piu volte e percio le corrispondenti
formule nascono da un processo combinato di ‘addizione e sottrazione’,
in quanto gli elementi sovrapposti devono essere sottratti dal totale. I
termini «standard» e «non standard» si riferiscono alle espressioni alge-
briche della legge: se viene applicata rispettivamente gia semplificata op-
pure no. Dagli studi in esame le CSGs appaiono essere dominanti rispetto
alle DGs. Gli autori, anche se identificano nel lavoro degli studenti gli
stage ‘fattuale’, ‘contestuale’ e ‘simbolico’ di Radford (si veda piu avan-
ti), focalizzano la loro analisi sull’evoluzione del lavoro degli studenti
dalla (de)costruzione guidata dalle figure a quella guidata dai numeri. Es-
si documentano quattro tipi di giustificazione a supporto della formula
prodotta: generazione per estensione; uso dell’esempio generico; proie-
zione della formula; formula che contrasta ’apparenza. Essi collegano il
successo degli studenti con la mediazione socio-culturale della classe co-
sa che permette loro di affrontare il pensiero moltiplicativo e, in alcuni
casi, di semplificare le loro giustificazioni.

Da questi risultati quello che appare incomprensibile ¢ la difficolta
degli studenti di produrre generalizzazioni costruttive non standard, dal
momento che queste riflettono fedelmente le visioni cognitive degli stu-
denti esse dovrebbero precedere quelle standard. Probabilmente il com-
portamento rilevato negli studenti dipende dal particolare tipo di contrat-
to didattico in uso in quelle classi.

2.3. Gli studi di Radford

Radford sviluppa una serie di studi molti raffinati (Radford, 2003,
2006, 2008, 2009, 2010, 2011) dove sono analizzati e teorizzati i modi
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con cui ragazzi di 12-14 anni, immersi in un ambiente d’insegnamento
socio-costruttivo, generalizzano pattern di tipo lineare. Noi richiamiamo
qui alcuni punti chiave della teoria di Radford.

L’autore afferma che la generalizzazione implica due principali pro-
cessi che coinvolgono aspetti fenomenologici € semiotici: catturare una
generalitd, un atto fenomenologico che si realizza attraverso
I’osservazione di come caratteristiche comuni locali valgono attraverso 1
termini dati’; ed esprimere una generalita, un atto semiotico che si realiz-
za attraverso gesti, linguaggio verbale e simboli algebrici.

Il ‘cogliere’ (grasping) ¢ visto come 1’attivazione di una abduzione
dall’osservazione di alcuni casi, ossia I’individuazione di una comunanza
intesa in senso Peirceano di ‘predizione generale’. L’abduzione diviene
un’ipotesi attraverso cui, se positivamente verificata, emerge un nuovo
oggetto: il genus, cio€ un concetto generale, che sorge per generalizza-
zione, ¢ che estende la comunanza osservata a tutti i termini della se-
quenza. Avviene una generalizzazione algebrica quando il genus si cri-
stallizza in uno schema, cio¢ una legge che rappresenta con una espres-
sione un qualunque termine della sequenza.

Produrre

Casi particolari Osservare una comunanza C ~ Fare di C una ipotesi , . .
un’espressione di p,,

P1, P2, ---5 Px

S 42090 ) 2 )

abduzione Trasformazione dell’abduzione Deduzione di p, da C

Piu tardi egli sostiene che «l’identificazione del genus non puo essere
considerato il risultato di un processo algebrico» (Radford, 2011). Egli
afferma che lo sviluppo del pensiero avviene sia sul piano mentale che su
quello sociale, generato da componenti materiali (gesti, linguaggio, per-
cezione) e immateriali (immaginazione, discorso interiore...), che tutte
insieme constituiscono la sua ‘tessitura semiotica’. Considera che il pen-
siero algebrico ¢ caratterizzato da indeterminatezza e analiticita che puo
essere riconosciuta dai segni che lo studente traccia. Rispetto
all’emergere del pensiero algebrico egli afferma che: a) esprimere la ge-
neralita algebricamente non implica necessariamente 1’'uso delle lettere

° Dorfler (2008) riflette criticamente su una concezione del ‘catturare una generalita’ che sia
basata unicamente su una comprensione empirica. Come esempio egli consiera la nozione di cer-
chio e sottolinea che essa non aderisce con questa visione perché «niente di osservabile ha (esat-
tamente) la forma di un cerchio [...] e che in molte situazioni la generalizzazione empirica o le
astrazioni necessitano il supporto complementare di processi epistemici quali idealizzazione e
ipostatizzazioney.
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(esse possono essere usate senza alcun significato generale) ma dal modo
di ragionare che si esplica nel cogliere ed esprimere in qualche modo
I’indeterminatezza. b) I’emergere del pensiero algebrico avviene quando
lo studente riesce a spotare 1’attenzione dal calcolare il numero di certi
elementi al «modo di calcolare» tale numero.

Dall’esame dei comportamenti degli studenti, distingue tre livelli di
approccio alla generalita. Un primo livello, che egli definisce di ‘indu-
zione ingenua’, dove non vi ¢ effettiva, consapevole generalizzazione.
Esso si caratterizza dal procedere degli allievi per tentativi ed errori, dalla
occasionalita di eventuali scoperte di generalita, da prime abduzioni che
vengono falsificate nella verifica. A questo livello si puod anche arrivare
ad esprimere una legge nel sistema alfanumerico ma la generalizzazione
non ¢ algebrica. Un secondo livello, in cui la generalizzazione viene vista
localmente, in modo ricorsivo, € viene espressa nei vari casi attraverso
aggiunzione di un termine costante, che chiama di ‘generalizzazione a-
ritmetica’. Un terzo livello, molto intrigato e complesso, segnato da varie
fasi via via piu evolute, che definisce di ‘generalizzazione algebrica’.
Circa questo ultimo livello ’autore parla di un area di lavoro che chiama
zona dell’emergere della generalizzazione algebrica che si sviluppa me-
diante strati di generalita. Il primo strato, definito ‘fattuale’, ¢ quello do-
ve la generalizzazione si manifesta attraverso concrete azioni sui casi in
esame ma non si coagula in un enunciato. Il secondo strato, definito con-
testuale, ¢ raggiunto quando I’indeterminazione entra nel discorso, si ar-
riva a parlare di ‘numero di una figura’ ma si ragiona facendo riferimenti
spazio-temporali su di essa in una prospettiva generale e una legge viene
espressa in vario modo ricorrendo a parole, gesti, ritmi, segni. Il livello di
generalizzazione algebrica si raggiunge quando avviene che ci si distacca
dal contesto figurale e si attua uno spostamento verso le relazioni tra e-
lementi costanti e variabili (numeri e lettere). Elementi importanti che in-
tervengono in questo ultimo processo sono 1’iconicita, ossia il rilevamen-
to tratti simili in procedure precedenti, lo spostamento da un particolare e
non specificato numero al livello di variabile per sintetizzazione di tutte
le esperienze matematiche locali, la contrazione di espressioni che testi-
monia un piu profondo livello di consapevolezza. Questa una rappresen-
tazione di sintesi dei processi indicati (Radford, 2006, p. 15)
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Modello di Radford relativo ai processi attivati dagli studenti
nell’affrontare lo studio di pattern

Induzione inge- Generalizzazione
nua
Formulazione di Aritmeti- Algebrica
congetture ca
(Tentativi ed erro- (ricorsivita Fattua- Contestua- Simboli-
1i) locale) le le ca

Nei lavori piu recenti Radford (2010, 2011) indirizza la sua attenzione
verso allievi molto giovani (7-8 anni) e studia in dettaglio la relazione in-
segnante-allievi in un processo di classe dove gli allievi sono portati ad
individuare ed esprimere generalizzazioni nell’esplorazione di sequenze
figurali. In (Radford, 2010) lo studioso afferma che «I’apprendimento
puo essere teorizzato come quel processo attraverso il quale gli studenti
gradualmente acquisiscono familiarita e iniziano ad avere consapevolez-
za dei significati culturali e delle forme di ragionamento e di azione che
si sono costituiti». In particolare egli si focalizza sul «modo di vedere» e
afferma che «gli occhi dei matematici sono stati soggetti ad un lento pro-
cesso di addomesticazione» nel corso del quale gli uomini hanno impara-
to a vedere e riconoscere cose secondo modalita culturali «efficienti».

Radford considera il «vedere» non un semplice atto fisiologico ma un
frutto del contesto culturale in cui si ¢ immersi; egli sottolinea che la
«generalizzazione si basa sull’individuare somiglianze tra cose differenti
ed anche differenze tra cose somiglianti», € che questo gioco di visioni
deve essere convenientemente educato dall’insegnante. Egli evidenzia il
carattere sociale dei processi di insegnamento-apprendimento, il ruolo as-
sunto dell’insegnante in esso e si concentra su «il modo in cui gli inse-
gnanti creano le possibilita per gli studenti di percepire le cose in un certo
modo e di avvicinarsi ad un modo culturale di generalizzarey; egli affer-
ma che «percepire le successioni in un certo modo culturalmente effi-
ciente coinvolge una transformazione dell’occhio in un sofisticato organo
teorico».

Nell’analisi delle trascrizioni di classe egli evidenzia i comportamenti
dell’insegnante (domande, riflessioni guidate, gesti, toni di voce, silenzi,
sguardi) attraverso i quali ella riesce ad indirizzare 1 suoi piccoli allievi a
rendersi conto da sé stessi della improprieta di certe loro visioni e ad au-
tocorreggersi. Rispettto a questo egli scrive:

...Poésis € un momento creativo di rivelazione — I’evento della cosa in
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consapevolezza... il momento poetico di rivelare la struttura generale della
successione discussa in questo lavoro era il risultato di una interazione con-
giunta allievo-insegnante. Questo momento - 1’evento della cosa in consape-
volezza — era molto piu che una negoziazione di significati e di scambio. Era
piuttosto una fusione di voci, gesti, percezioni e prospettive nel senso di
Bactiniana eteroglossia... (Radford, 2010, p. 3)

Da tale brano emerge come Radford consideri essere «la consapevo-
lezza» elemento chiave nella conquista della conoscenza, frutto delle vi-
sioni coagulate dagli allievi per sollecitazione dell’insegnante e da loro
espresse in varie modalita.

3. Brevi considerazioni conclusive

Dall’esame globale degli studi sulla generalizzazione che abbiamo
considerato, appaiono chiari elementi comuni circa 1’articolazione delle
fasi attraverso cui la generalizzazione emerge, ma ci sono anche alcuni
elementi di differenza, per esempio la differente posizione dei processi di
tentativi ed errori nei modelli di Radford e di Rivera circa i comporta-
menti degli studenti di fronte all’esplorazione di successioni figurali. Gli
studi di Radford si distinguono per il fitto intreccio tra aspetti teorici e
aspetti della pratica, ed inoltre per la considerazione della dimensione so-
cio-culturale della matematica e del suo insegnamento.

Nella maggioranza degli studi che noi conosciamo, il ruolo
dell’insegnante rimane nell’ombra. Warren (2006) afferma che occorre
una maggiore ricerca per individuare azioni e modi di porre domande da
parte degli insegnanti che possono facilitare le generalizzazioni degli stu-
denti. Solo nei piu recenti studi di Radford (2010, 2011) vengono evi-
denziate azioni degli insegnanti nel guidare gli studenti a ‘vedere’ analo-
gie e differenze tra vari stage di un pattern. In tali studi tuttavia non si fa
menzione del fatto che la maggior parte degli insegnanti incontrano
grandi difficolta ad affrontare questo tipo di insegnamento anche quando
questi siano convinti dell’opportunita di praticarlo.

Il problema di una formazione degli insegnanti adeguata allo sviluppo
nella classe di processi socio-costruttivi indirizzati alla generalizzazione
ed alla modellizzazione algebrica ¢ oggetto di nostri studi (Malara, 2005;
Malaram 2008; Cusi et Al., 2011; Cusi-Malara, 2012), esso si inquadra
nel piu generale problema, oggi molto dibattuto, della formazione degli
insegnanti (Even-Ball, 2008; Wood, 2008). In Italia purtroppo tale pro-
blema ¢ ancora piu serio ¢ drammatico a causa delle riforme attuate
nell’Universita, che hanno portato alla progressiva riduzione nei corsi di



32 — Nicolina A. Malara

laurea in matematica degli spazi offerti agli insegnamenti specifici per
I’insegnamento, e per la chiusura delle scuole di specializzazione per
I’insegnamento secondario.
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